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DEVOIR SURVEILLE 1

REVISIONS PREMIERE ANNEE

Durée : 2h

La présentation, la lisibilité, la qualité de la rédaction et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

Les consignes suivantes sont o respecter sous peine d’absence de correction ou de no-
tation, dans ce sujet ainsi que dans tous les suivants :

- Les résultats doivent étre encadrés,

- Les pages doivent étre numérotées,

- Tout résultat ou toute affirmation doit étre dament justifié(e).

- Chaque nouvel ezercice ou nouveau probléme commencera sur une nouvelle page. -
Les exercices/problémes peuvent étre traités dans l'ordre souhaité, mais les questions
d’un méme exercice doivent étre traitées dans l’ordre.

Les téléphones portables sont interdits et doivent étre rangés dans les sacs. Calcula-
trices interdites dans ce sujet.

Si, au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
il la signalera sur sa copie et poursuivra en expliquant les raisons des initiatives qu’il

sera amené a prendre.

Chaque étudiant portera en téte de son devoir le tableau suivant :

Réd. | Rais. | Mod. | Calc. | Rech. | Représ. | Comm. | Cours

Lors de la correction, I’étudiant recevra dans chaque case (respectivement) Rédiger /
Raisonner / Modéliser / Calculer / Rechercher / Représenter / Communiquer /
Cours une note allant de A (trés bien) o F (non maitrisé). Ceci lui permettra de voir
si des progrés ont été faits au courant de [’année.

EXERCICE 1 : Questions de cours
1. Soit P un polyndme & coeflicients réels et a un réel.
a) Que signifie “a est racine de P”? Donner un exemple.
b) Qu’est-ce qu'une racine multiple ? Donner une condition simple & véri-
fier pour que a soit racine multiple de P.

2. Déterminer une écriture trigonométrique du nombre complexe z =1 — 4.

w

Donner une dérivée de tanx.
4. Quelle sont les solutions possibles de ’équation différentielle

ay’ + by’ +cy=0 ou A=0b%—4ac=0

PROBLEME 1 : MAJORATION DU COSINUS HYPERBOLIQUE

On consideére la fonction ¢ définie sur R par :

e’ +e”
VzeR, o(z) = +T
1. Montrer que ¢ est une fontion paire.
2. Montrer que
VneN, 2"n! < (2n)!

3. Montrer que pour tout n € N et pour tout x € R, on a

x”+1

n k 1
x
T _ - 1_tntwdt
¢ ;M+n!A( )re

(On pourra utiliser une intégration par partie en cas de besoin, avec les fonc-
tions u,v telles que u'(t) = (1 —t)™ et v(t) = e pour tout t € [0,1].)

Dans la suite, on notera

n k 1
n@:z%—mLMFAQ—MW%
k=0

de sorte que :

ZC"+1

e’ =Th(z) + ——In(z) VzER,VREN
n!

4. Dans cette question, on pose x un réel positif ou nul.
a) Montrer que pour tout n € N :

0< I,(z) <e”

b) En déduire que lirf_l I:‘rl I,(x) existe et la déterminer. On admettra
n—-—+0oo °

ensuite cette limite encore valable pour tout z < 0.
c) Montrer que la suite (T, (x))nen converge et que

lim T,(z) =¢€"
n——+oo




5.  Soit maintenant = € R. b) Soit k € X,,11(Q). Déterminer Px, —;(X,+1 = k) pour tout i € X,,(Q).

a) Soit n € N. Montrer que c) En déduire que X, suit une loi uniforme sur [1,n + 1].
) On pourra faire une récurrence et utiliser le systéme complet
Ton(2) + Ton(—2) <2- T, (g) . (X = ))1<iznss pour déterminer la loi de Xv41.
5. Soit n € N*. Déterminer la probabilité de B,,.

(On pourra utiliser la question précédente et la formule des probabilités to-

b) Déduire des questions précédentes que '
tales avec le méme systéme complet que dans la question précédente.)

2

Vaz eRT, o(x) < e T 6. a) Déterminer E[X,,]
- n
2
c) Montrer que cette inégalité est vraie également pour tout = négatif. b)  Rappeler la formule de k; i
6. Application : Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {—1,1}. c) En déduire la variance de X,,.

Montrer que pour tout ¢ € R, !X admet une espérance qui vérifie :

(XY < o2 Partie 11 Retour au cas général
() <ex. 7.  Déterminer la probabilité des événements B; et By. Conjecturer P(B,,) pour
tout n € N*.
PROBLEME 2 : 8. Soit n € N*.
a) Quelles sont les valeurs possibles de X, ? On notera X, () cet en-
On considére une urne contenant N; boules blanches et Ny boules noires indis- semble.
cernables au toucher. b) En déduire que
On pose N = N7 + Ns.
On répéte expérience suivante : on tire au hasard une boule dans 'urne et 1’on 1 N
replace dedans deux boules de la couleur obtenue. P(Bnt1) = N +n Z kP(Xn = k)
A Dlissue de la premiére expérience, 'urne contient donc N + 1 boules et ’on note k=N
X 1 la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans I'urne. ¢) Soit n>2et k€ [Ny, Ny +n]. Montrer que
A Tl'issue de la deuxiéme expérience, I'urne contient donc N + 2 boules et I’on note
X5 la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans 'urne. 1

P(X, =k) = P(Xp_, = k) ((k C)P(Xp1 =k —1) — kP(Xp_1 = k:))

Plus généralement, pour tout entier naturel £ non nul, on note Xj la variable + N+n—1

aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans 'urne a 'issue de la ) )
k-iéme expérience. et on étudira plus précisément les cas k = Ny et k = N1 +n.

Pour tout k non nul, on note Bj ’événement "la boule tirée lors de la k-iéme d) Soit encore n > 2. En déduire que P(By+1) = P(By).

expérience est blanche". 9. Soit n € N*. Déduire des questions précédentes la probabilité de B,, et I'es-
pérance de X,,.

Partie I Etude d'un cas particulier

On suppose ici que Ny =1 et Ny = 1.

1. Proposer une fonction Python d’argument n permettant de simuler la va-
riable X,,. (Ne pas oublier de commenter le programme /)

2. a) Quevaut P(B;)?
b) En déduire la loi de X;.

3. a) Déterminer P(B; N By) ainsi que P (E N E)
b) En déduire la loi de X5.

4. Soit n € N*.
a) Quelles sont les différentes valeurs possibles de X, ? On notera X, ()

cet ensemble.




Exercice 1
1.

3.
4.

DS 1 - REVISIONS PREMIERE ANNEE

1.a) a est racine de P si et seulement si P(a) = 0. Par exemple, 1 est une
racine de P = X — 1.

1.b) Une racine multiple est une racine de P telle que P est divisible par
(X —a)™, oun > 2. Une condition simple & vérifier est que

| P(a) = P'(a) = 0]

1
cos2(z) "

D’aprés le cours, on sait que les solutions sont sous la forme

Une dérivée de tanz est 1 + tan®(x), ou alors

—b
= Az +p)e’™, our=_——
T ( x u)e , our 9

Probléme 1 :

2" (n+ DI =2"x2(n+1)n! =2(n+1)-2"n!

1.

Soit x € R. On a

e 7 +e—(—x) e 7 +€z
p(—x) = 5 =5 =)

Ainsi, ¢ est bien paire par définition de la parité.

B METHODE 1 : ON PROCEDE PAR RECURRENCE.

Soit donc pour tout n € N I’hypothése de récurrence H,, suivante :
Hy o 2"nl < (2n)!

° Initilisation : cas n = 0

On a

2"n! =2°0! =1 = (2 x 0)!
L’égalité entraine de fait que
200! < (2 x 0)!

est Ho est vraie.

Solutions
. Hérédité :
On suppose que H,, est vrai. pour n € N. Montrons que H,41 est vrai
également. On a

<
<~
HR
On souhaiter majorer par (2(n + 1))! = (2n + 2)!. Or,
(2n +2)! = (2n +2)(2n + 1)(2n)! (2)

et
n+1>1

d’ou, en injectant dans la ligne (2), on obtient
(2(n+1))! > (2n + 2)(2n)!

et en injectant ensuite dans la ligne (1), on en déduit :
2" (n+ 1)1 < (2(n+1))!

o Conclusion :

L’initialisation ainsi que I’hérédité est vérifiée pour tout n € N. Ainsi, H,,
est vraie pour tout n € N et ainsi :

¥neN,  2'nl<(2n)!]

B METHODE 2 : CALCUL DIRECT

On distingue néanmoins les cas n = 0 et les autres.
* Pour n = 0, on observe, comme pour la récurrence, que

2"n! =200 =1 = (2 x 0)!
L’égalité entraine la aussi que
200! < (2 x 0)!
* Pour n > 0, on écrit
2n)! = 2nx(2n—-1)x (2n—2) x ...2x 1
= (2n—-1)2n—-3)...1x2n(2n—2)...2

termes impairs

2n—1)(2n—-3)...1x

termes pairs

2n(2(n—1))...2x1

>1 =2nplcarona?2 x...x2"'n' fois

2(n+1)-(2n)! = 2n+2)(2n)! (1)



(En+1

n!

Ainsi,

[VneN, 2"l < (2n)!]

Soit x € R. On procéde 1a encore par récurrence. On pose alors, pour tout
n € N ’hypothese

n k n+1 1
. x __ T z _ n tx
Hn e—g 7k!+7n! /0(1 t)"e dt
=0

° Initilisation : cas n = 0
On a
0O k& 1 pl 0 1
Zx——&—x— (1—t)"dt = x——l—x/ el dt
k! ol Jo 0! 0
k=0
1
= 1 —|—/ x el dt
0
= 1+ [em]ézl—l—e””—eo:em
° Herédité :

Soit n € N. On suppose H,, vraie. Montrons que #H,1 vraie. On a

xT - xk xn+l ! n tx
¢ :];ﬁ* /0(1—t) ¢t dt ()

n!

On pose comme suggéré dans I'énoncé les deux fonctions C1([0, 1]) u, v telles
que, pour tout ¢t € [0,1] :

{u/(t) =(1- t)” u(t) = _%H(l _ t)n+1

v(t) = et® V' (t) = xet®

Ainsi, par IPP, on obtient :

1 2l 1 ! |
/ (1—t)"edt = - (1 -ttt 4 / (1 — )" aet dt
0 n! n+1 o Jo m+1

ntl 1 bl
= 2 -0+ + / (1 — )" xe! dt
n! n+1 o n+1

l,n+1 n+2

€z ' 1 tx
ERCED (n+1)!/0 (Lt iet dt

et donc, en réinjectant dans la formule de récurrence :

n CEk anrl xn+2 1
T — . 1 — ) tletr gt
¢ ;)k!+(n+1)!+(n+1)!/o( )"e

ainsi, en rassemblant les termes dans la somme _ :

n+l xn+2

1
T _ 1_tn+1 twdt
¢ k!+(n+1)!/o( )e

ce qui correspond & ce qui est attendu.

° Conclusion

L’initialisation et I’hérédité étant vérifiées, la formule est bien vraie pour
tout n € N.

4.a) Soit n € N et z € R. Pour tout ¢t € [0,1], on a
0<1—-t<1.
Ainsi, par croissance de la fonction “puissance n” sur R*, on obtient :
0<(1—-t)"<1"=1
De plus, par croissance de la fonction exponentielle, comme 0 < z :
=1 =e®

D’ou, par positivité des éléments :
0<(1—t)"e™ <1xe"

En réinjectant dans I'intégrale a bornes croissantes, on a alors

1 1
/Odtg]n(x)g/ e’ dt
0

constant
=0

—e®

et donc
0<I,(z) <e”

‘”nTl et d’aprés le résultat de la question précédente :

4.b) Par positivité de

ke T
I,(x) < e’ =rx—e”
n! n!

0

{I/\

car x > 0

Or, par croissances comparées, on sait que ™ est négligeable devant n!.
Sachant que xe” est constant par rapport a n, on en déduit que :

lim
n—+oo n!

I,(z)=0




4.c) Par définition, on a

D .Z'"'H )
To(x) —e® = I,(z) 0 (gst préc.)

nl " n—+oco

Ainsi

To(x) —e® —— 0
n—+00

On en déduit que (T;,(z)) converge et que

i i) =
5. 5.a) Ona
2n 1
TQn(l’) + Tgn(—l‘) Z y (ajk —+ (—q;)k)
k=0 "
Or,
k k_ JO  sik estimpair car (—z)* = —a*
"+ (7:C) - k . . E_ k
2x" sl k est pair car (—z)° =«

D’on, si on développe un peu l'expression afin de mieux comprendre :

1‘0 1‘2 l‘4 xQn
T: To,(—x) =2 — 2. — 2. —+... 2-
2n(m) + 2“( .’L‘) 0! +\q./+ | +\q-/+ 4! + +0+ (QTL)'
M k=1 S~~~ =3 N~~~ ——
k=0 k=2 k=0 k=2n
C’est-a-dire :
I’O J}2 :17277,

et donc, en écrivant ceci a ’aide d’indices :

2j 2\
B,

* L L )

J

Ton(x) + Ton(—x)

D’aprés la question 2), on sait que
(25)! > 274! VjeN

et donc
1

(29)!

IN

1

D’otl, par positivité de 22, pour tout j € N :
PAY] PAY)
@) _ @)
(25)! = 279!

et donc, par somme :

(@)

Ton(®) + Ton{~x) < 2- 2) 271
p

Or

2y (3)

2051 !

D’ou le résultat demandé :

—~

(5,
=0 :

5.b) Soit = > 0.
D’aprés la définition, on a

olr) = I
(L@ + 5L @) + (Tu2) + S ()
B 2
@@+ Tu2) + (S (@) + S (o)
B 2
22 s . (—z™th) N
\g/ 2Tn(2)+(n! In2()+ ] L( )) "
ast 4a)
Or:

m Les deux termes de «,, ont comme limite 0 d’aprés le résultat de
la question 4)b).

m D’apreés 4)c), on sait que

x? 22 2
T, | — | —e2 car — >0
2 n—+o00 2

m Par somme de termes qui convergent, la partie de droite de I'in-
2

- 2
foa it 2240 _ 22
égalité (4) converge vers =¢51= = e



m Le terme de gauche est indépendant de n, donc on peut passer a
la limite dans 'inégalité en (préservant le sens des inégalités) et
on obtient alors I'inégalité demandée :

M

x

plz) <e7.

5.¢) Siz < 0, comme la fonction ¢ est paire (cf gst 1), on obtient, d’aprés
la question précédente, comme —z > 0 :

(=2 2

plx)=p(-z)<e 2 =e2

L’inégalité est donc bien vérifiée pour x négatif également.

6. X n’a que deux valeurs. C’est une variable finie. Par le le théoréme de trans-
fert, pour tout t € R,

1 1 42
E(e") = P(X = —1)e™" + P(X = 1)e’ = Je " + e’ = (t) <e™.

1. On propose ici la fonction suivante :

import random as rd

def Xn(n):
Urne=[0,1] # 1 boule noire (0) et une boule
blanche (1)
for _ in range(n): # on fait n tirages

6 Urne+=[rd.randint (0,1)] # choix aléatoire d
’une blanche ou d’une noire et on 1la

B W N e

[$2]

rajoute a l’urne
return(sum(Urne)) # on compte le nombre de
blanches

Probleme 2 :

2. a) Ily a deux boules dans 'urnes au départ. Le tirage de chacune d’entre
elles est donc équiprobable. Elles sont de couleur différente, donc la
probabilité de ’événement “tirer une boule blanche” est la méme que
“tirer une boule non blanche.”

Autrement dit,

P(Bl):%

2.b) Deux possibilités équiprobables s’offrent donc a nous aprés une expé-
rience : soit on a tiré une boule blanche (B) et on a donc remis 2 boules
blanches dans l'urne et dans ce cas X7 = 2, soit on a tiré une boule
noire (B) et on a donc remis deux boules noires dans I'urne et dans ce

cas X; = 1.
Ainsi,

1 — 1
P(X1=2)=PB)=5 P& =1)=PB)=3

‘Xl suit la loi uniforme sur [1;2]. ‘

3.a) e Cas de P(B1 N Bs) :

Cet événement est : on tire deux boules blanches successives. Ainsi,
1
P(B1 N By) = P(By)Pp,(Bs) = §PB1 (B2)

Sachant que I’on a tiré une boule blanche & la premiére expérience (By),
on a dans 'urne 3 boules de tirage équiprobable : 2 boules blanches et
une bole noire. Ainsi,

Pp,(Bs) = =.

Ainsi,

P(BiNBy)==-

N =

Wl N
Wl =

. Cas de P (B1NBy) :

Cet événement est : on tire deux boules noires successives. Etant donné
que le nombre de boules blanches et de noires dans I'urne initiale sont
identiques et que les problémes en “blanc” et “boir” sont symétriques, la
probabilité demandée ici est la méme que celle de P(B; N Bz). Ainsi :

_ = 1
P(BlﬂBg):g

3.b) e Valeurs de X5 :

Au minimum, on ne tire jamais aucune boule blanche. (C’est By N By.)
Apreés deux expériences, il n’y a donc que la boule blanche de départ
dans 'urne, donc 1 seule, i.e. Xo = 1.

Au maximum, on tire une boule blanche & chaque fois. (C’est By N Bs.)
Ainsi, on rajoute 2 boules blanches au total. Il y a donc 3 boules
blanches dans 'urne. Ainsi, ’ensemble eds valeurs possibles de X5 sont :

Xo() = [1;3].



° Loi :

D’aprés ce qui a été dit précédemment, on a :
P(X;=1)=P(BiNBy) = =
De méme
P(Xy=3)=P(B1NBy) ==

La valeur de P(X5 = 2) est donc déterminée automatiquement par

’ X suit une loi uniforme sur [1; 3]. ‘

4.a) Avec le méme principe que pour la question 3), pour n tirages, on a au
minimum N; = 1 boules blanches dans 'urne (si on ne tire jamais la
blanche) et au maximum N7 +n = n+ 1 boules blanches (si on tire une
boule blanche a chaque fois.

Ainsi

| Xa(2) = [1,n +1]]

4.b) On se place dans I'hypothése X,, = i, ce qui signifie qu'on a tiré 4
boules blanches au stade de ’expérience n. (On ne sait pas dans quel
ordre mais peu importe.)

. Impossibilités :

Etant donné qu’on rajoute soit 0 soit 1 boule blanche, on peut dors et
déja dire que

Px,—i(Xnt1=k)=0 sik<iouk>i+1

. Une blanche de plus :

Si maintenant k = ¢ + 1, 'événement “X,,; = k” signifie : “on a
tiré une boule blanche”. Ayant dans I'urne X,, = i boules blanches et
N7+ Ns+n = 2+4n boules au total (car les n fois, on rajoute exactement
une boule, quelquesoit sa couleur), on obtient par équiprobabilité :

i k—1

PXn:i (Xn+1 = k) = P‘il y a i blanches dans l’urlle”(Bn+1) = 2+n - n+2

. Une noire de plus :

Si, pour finir k = 4, c’est une boule noire qu’on a tiré. Onena 24+n—1
dans l'urne. Ainsi

n+1-—14 n+1-—k

PXn:i, (Xn+1 - k) 11 y a i blanches dans 'urne” (Bn—Q—l) =

24n  24n
Ainso
0 sik<iouk>i+1
Px,=i(Xnt1 = k) = { 55 = 5o sik=i+1
n+l—1q n+l—=k . .
mhls ek g =

4.c) Montrons par récurrence que la propriété P(n) : “X,, suit la loi uni-
forme sur [1;n + 1], est vraie pour tout n € N*.
. Initialisation :
D’apres les questions précédentes, P(1) est vérifiée.
. Hérédité :
Soit n € N* fixé. Supposons P(n) vraie.
D’aprés les questions précédentes, on sait que
Xnt1() =[1;n+2]

Pour tout k € X,,11(Q), d’aprés la formule des probabilités totales ap-
pliquée avec le systéme complet d’événements ([X,, = i])ie[1;n+1] OR

a:
n+1
P( n+1—k ZP P[X _1](Xn+1:k)
—0+P( n=Fk—1)Px, -k 1](Xny1 = k)
+ P(Xn =k)Px,—1)(Xns1=Fk) +0
1 k 1 n+1—k
= HR. et gst préc.
niint2 tnr1 nia (HR-etastpréc)
1 k +n—|—1—k‘
T n+1\n+2 n+2
=1
1 n+1 1
T n4+1 n+2 n+2
J Conclusion :

Donc X, 11 suit bien une loi uniforme sur [1;n + 2].

Grace au principe de récurrence on a montré que pour tout n € N*,

X, suit une loi uniforme sur [1;n + 1]. ‘




Ayant P(B;) = P(By) = §, on conjecture que P(B,) = 1 pour tout n € N*.
On souhaite donc démontrer ceci par récurrence en posant H, cette hypo-
theése.

° Initialisation :

Cest fait grace a P(By) = P(Bs) = 3.
. Hérédité :

Supposons H,, vraie et montrons qu’il en va de méme pour H,, ;1.
D’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet
d’événements ([X,, = ]);c[1;n41] ON &

n+1
P(Bny1) = ZP(Xn = Z‘)P[X":i] (Bnt1)
i=1

1 n+1 i
:n+1;n—|—2
B 1 (n+1)(n+2)
(n+1)(n+2) 2

2

La conclusion se fait donc par hérédité et on a alors

1

6.a) D’aprés la formule de cours concernant la loi uniforme, on sait que

m+1)+1 n+2

6.b) D’apres le cours, on sait que

nn+1)2n+1)
6

K =

NE

k=1

6.c) Comme X est une variable finie,

&R, 1 (n+1)(n+2)(2n+3)  (n+2)(2n+3)
_;kP(X_k)_TH_lx G = . :

Donc, par la formule de Huygens-Koenig :

V(X,) = B(X2) — (B(X,))? = (n+2)é2n—|—3) B (nzg)

7.

D’ou aprés simplification :

. Cas de B; :

Par équiprobabilité sur le tirages des boules, sachant qu’il y a N; boules
blanches dans 1'urne initiale sur N boules au total, on a

Ny

P(By) = .

° Cas de By :

De méme que pour le cas Ny = Na = 1, d’aprés la formule des probabilités
totales appliquée avec le systéme complet d’événements (By, By) :

P(B3) = P(B1)Pg,(Bz) + P(B)P5(B2)
_ Ny % Ni+1 N o Ny
N N+1 N N+1
Ni(N1 4+ 1+ No)
NN+ D)

i.e., aprés simplification :

N
P(By) =

On conjecture alors que la suite P(B,,) est constante, c’est-a-dire :

8.a) La situation est identique au cas particulier précédent, (on rajoute 1
seule boule & chaque fois) mis a part qu’il y a N; boules blanches au
départ au lieu de 2. Ainsi, on peu avoir comme valeurs

\Xn(Q) = [N, Ny +n]]\

8.b) On rappelle que
Supp(Xn) = [N1; N1+ n].

Appliquons la formule des probabilités totales avec le sytéme complet
d’événements ([X,, = k])re[ny;ny4n]



Ni+n
P(Bn) = Z P(Xn = k)P[X,L:k](Bn-H)
k=N,
Ni+n k
= k;\, P(X, =k) x Nin (équiprobab.)

On obtient donc bien

1 Ni+n
P(By) = Z kP(X, = k).
k_

8.c) Pour tout k € [Ny; Ny + n], la famille d’événements
((Xn—1=k—1],[Xn1 =k])

forme un systéme complet dévénements de 1’événement (X,, = k). E
effet, si on veut avoir n boules blanches & I’étape n, alors, a letape
n—1, on a forcément soit k boules blanches, soit k — 1 boules blanches.

Ainsi, d’aprés la formule des probabilités totales, on a

P(Xy1=k—1)4Px,_,—1(X, = k)

=0si k=Ni1+n

Px, =k—1(X, =k) P(X,_1=k

=0 si k=N,

En effet, si k = Ny, on est au nombre minimum de boules blanches. On
ne peut donc pas non plus avoir X,,_1 = k — 1. De plus, aprés ’étape
n — 1, on ne peut avoir au maximum que N7 +n — 1 boules blanches.
Alnsi, ’événement (X,,—1 = N1 + n) est impossible.

° SIN1<]<ISN1+TL

sachant (X,_1 = k — 1), on a k — 1 boules blanches dans une urne de
N7 + n — 1 boules au total. Ainsi, par équiprobabilité :

k—1

Px, =k-1(Xn =) Nitn_1

= Px, ,=k—1(Bn) =

° SiNi <k<Ni+n:

sachant (X,,—1 = k), on a k boules blanches dans une urne de Ny +n—1
boules au total. Ainsi, par équiprobabilité :

k

Px,_=i(Xn = k) N tn_1

= PX'nflzk(Bin) = 1 - PX'nflzkz(Bn) = 1 -

D’ou

PXn—lzk(Xn = k)P(X'I’L—l = k‘) —

D’ou finalement :

N ((k S )P(Xp1 =k —1) — kP(Xp_1 = k))
+P(Xn_1 :k’) SikGﬂNl,N1+n[[
P(X,=k)=
P(Xn 1—k) mP(Xn_1:k) Sik:Nl
Ni:LalP(anl :k) Sik:Nl +n

Etant donné que P(X,-1 =Ny —1) =0et P(X,—1 = N1 +n), on
peut également généraliser la formule sur [Ny, Ny +n[ a tout 'intervalle
[N1, N1 +n] comme demandé dans I’énoncé et donc, Vk € [Ny, Ny +n],

((k S )P(Xpy =k —1) — kP(Xp_1 = k:))

JrN—&-n—l

8.d) En réinjectant le résultat de la question précédente dans celle d’avant,
on obtient immédiatement, en distribuant la somme :

1 Ni+n 1 Ni+n
P(B, = — kP(Xp-1=k)+——— k(k—1)P(Xp_1=k—-1
(Bn+1) Noin kZN 1=k)+ N+n_1kZN (k—1) P(Xp—1 )
1 =0 si k Ni+n = =0 si k=N,
1 Ni+n
- 2 —
L
k=N, =0 si k=N1+n
Ni+n—1 1 Ni+n
kP(Xp—1=k k(k—1)P(X,—1=k—-1
L e D LS
k=N, k=N1+1
1 Ni+n—1
_ EP(X,_1=k
T L -
1



Un changement d’indice dans la deuxiéme somme en ¢ = k — 1 donne :

1 Ni+n—1 1 Ni+n—1
P(By1) = S ORPXui =kt > (i +1)iP(Xy =)
N +n h=, N+n-1 =, :2,:
1 Ni+n—1
_— EP(Xy_1=k
N+n-1 k;v (X1 )>
=N1
1 Ni+n—1 1 Ni+n—1
k=N =Ny
=(N+n)P(Bn) =(N+n)P(B,)
1 1 1 N+n—-1+1
= P(B,) (1 = PBy) | ——F
N—l—n( )<+N+n—1> N+n( )< N+n-1 )

D’ou, aprés simplification de la fraction :

| P(Bny1) = P(B,)]

D’aprés la question précédente, on sait que (P(B,,) est une suite constante,
dont on connait la valeur “initiale” P(By) = 1. Ainsi
n € N*

_M

P(B.) =

Etant donné que Supp(X,) = [N1, N1 + n], on a par définition
Ni+n
E[X,] = Z kP(X, = k).
k=N,
Or, d’apres la question 8b) on peut alors dire que

E[X,]| = (N +n)P(B,)

D’ou, d’apreés la valeur de P(B,,) :




